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1.3. Soit C=(n,,. . ., nc ) une partition de n en k parts. On associe 2 C le 
polynome @(C, X) = n\rsisk (X”’ -(x - 1)“d). @(C, X) est un polynome de degrt 
n -a- k. On a, pour tout Gel X, @(C, X) = E@( C, 1 - x) avec E = 1 ou - 1 suivant que 
n - k est pair ou impair. 
L’&ude des racines complexes de @(C, X) montre que si C et C’ sont deux 
partitions de n, on a @(C, X) = @(C’, X) pour tout x, si et seulement si C = C’. 
@(C’, x; caractirise done la classe de partition (n,, . . . , n,) dans Sym (n). 
14 Soit (n,,..., nk) une partition de n en k parts, { iI, . . . , i,} une partie de 
l’ensemble K = (I,. . . , k}, {n;, . . . , nl,.} un ensemble de k’ entiers positifs. On 
d&ignera par ((n,, , . . , n,)-(ni,, . . . , niq]+(nl,, . . . , n&)) la partition de n- 
(4, .*e+n,a)+(n{+ l l l + nit) en k -q + k’ parts, k - q de zes parts etant egales 
aux entiers n, pour i$ {iI, . . . , is} et k’ de ces parts itant igales aux entiers 
nl, ***.* n$. 
126. Soit C=(n,, . ., . , nk) we partition de n en k parts. On d&init & partir de C 
fes partitions suivan&s: 
Si ISiGjSk, C,iG,,, est la partition ((n,,...,n,)-(n,nj)+(n,+nj-1)) de 
n - 1 en k - 3 parts. 
is k et si A est un entier tel que 1 s A G ni - 2, Ctiln, est la partition 
Un J9*re9 nk)-(nj)+(h,ni-h-l)) de n-l en k+l parts. 
Si Isi,<*** < i(l s k et si 4 < k, C<i ,,..,, i4) est la partition ((nl, . . . , nk) -- 
(n,,, . . . , n,)) de n-(nil+ l l l +n,) en k-q parts. 
Si 1 s is k et si A est un entier tel que 1 G A < ni, C,(t; est la partition 
Hn,, . . . , n&-(ni)+(ni- A)) de n-A en k parts. 
1.6. Si 2 5~ I s n, C, disigne la classe des I-cycles dans Sym (n). 
1.7. tiit 2sl,mGrs, PESym(n), (n ,,..., n,) la partition de P, C la classe de 
conju;arson cte P dans Sym (n). Le nombre de couples (a, p) E Cl x C,,, tels que 
P = cup est independant de la permutation P choisie dans C, C’est done une 
donction de la partition (n,, . . . , nk). On disignera ce nombre indiffkremment par 
YA- m 0 y,U, m, 0, mU, m, (4,. . . 9 nd)- 
I1 est immkdiat que y,J, m, P) = m(m, I, P-‘). Comme P et P-’ appartiennent &
la mGme classe de conjugaison dans Sym (nZ, on a ‘yn (l, m, C) = ‘yn (m, Z, C). 
1.8. Soit P~Syrn (n) et soit A’, A”sA. On designera par v*(A’, A”, P) le 
nombre dc couples (ar, p) tels que Q soit un cycle de support A’, p un cycle de 
support A” et tels que P = a@ 
1.9. designera le cardinal de l’ensemble E. Si E’ et E” sont deug parties de 
E, E”, E” d&signera le complement (relatif) de E” par rapport ZI E’. Si E” s E’, 
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E’- E” est le complement (absolu) de E” dans E’. Si E’n Et’ = fJ, E’+ E” est 
l’union (disjointe) des ensembles E’ et E”. 
1.10. Convention. Soit (gi)iEI une famille de reels indicee pw 1. On fera la 
convention suivante: Cicy gi = 0 si I = 0. 
2. Introduction 
Burnside a montre [J] que si C, C’, C” sont trois classes de conjugakz &w, un 
groupe fini G, et si ar E C, le nombre de couples ((Y’, a”) E C’X C” pour lesquels 
IY = cy’ly” est independant de 1’6lement Q! choisi dans C. Si y(C, C’, C”) designe ce 
nombre, on a alors 
lc’x c”I = c y(c, C’, C”) ICI, 
c 
la somme etant etendue a l’ensemble des classes de conjugaison du groupe G. 
Si G = Sym (n) et si C est une classe de conjugaison dans Sym (I$), on se 
propose dans cet article de calculer le nombre m(Z, m, C) de couples (a, p) E 
Cl X Cm pour lesquels un element donne de C est egal B CW@ 
Si A est un ensemble de cardinal n sur lequel opere Sym (n), on trouve clans [2, 
Theoreme 3.21 une caracterisation des parties A’ et A” de A pour lesquelles un 
element don& de Sym (n) est egal 5r un produit de deux cycles de supports 
respectifs A’ et A”. Soit P’ E Sym (n), A’ et A” deux parties non disjointes de A, 
et p la permutation de A’n A” obtenue a partir de P par ‘Yxation” des points de 
A - A’n A”; le Theoreme 3.11 de [2] montre que le nombrc , couples (a), p) 
tels que cy soit un cycle de support A’, p un cycle de support A’, et tels que 
P= cup est egal au nombre $e couples (6, p> tels que iii et p soient deux cycles de 
support A’n A” et tels que i? = @. 
11 en resulte qu’on peut calculer les nombres y’,(l, m, C) pour tous 1, m, C 
don&, si l’on conna”it les nombres m(n, n, C) pour tout n et toute classe C de 
Sym (n). 
C’est pourquoi on commence par calculer les nombres m(Z, m, C) pour t” = m = 
n. On utilise pour cela les proprietes du polynome @(C, X) caracterisant la classe 
C dans Sym (n). On en deduit une expression simple des nombres y,,( S, m, C) 
pour I = n et m quelconque. On donne ensuite un procede permettant de calculer 
les nombres y,,(l, m, C) d.ans le cas general a partir des nombres y&z, m, C); pour 
cela, on utilise des techniques analogues aux techniques utilisees dans [2]. 
Les resultats de cet article permettent de repondre a un probleme pose dans [3, 
Probleme 2.071: trouver une relation de multiplicite entre y,,(n, m, C) et 
y”(n, m - 2, C) si m > 2, et une relation de multiplicite entre m( !, m, C) et 
m( 2 + 1, itlt - 1, C) si I+ m > n > I b m > 1. Ces relations prennent une forme 
simple lorsque C est soit une classe d’involutions, soit une classe de cycles dans 
Sym (4. 
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3. Fbopodtion pr&mimire 
La proposition &ablie dans cette section sera utilis6e dans la section suivante 
gour calculer les nombres ‘yn (n, n, C). 
3*1. proposition. §OiZ rm enticr n > 1; C= (n,, . . . . nk) une partition de n en k 
pWt5; @(C, X)=&GiGk(Xna-(X- l)ng); pOUV 2<isk, soit C(l@i) Za partition 
On ~,...,nk)-(nl,ni)+(n,+ni-l)) de P: - 1 en k - 1 parts ; si A est un entier tel 
que MAan,--2, soit Ctln, la partition ((n,,...,n,)-(n,)+(A,n,-h-l)) de 
IP - 1 01 Ii. + 1 parts. On a alors: 
Pow 5tablir la Proposition 3.1 on utilise les lemmes suivants. 
3.2. Ckmvention. S! k 3 1 5 rappelons (1.5) que Ccl> est la partition ( n2, . . . , nk) de 
tt-na en k-1 parts, Si k= 1, c/n posera par convention @(C,,,, x) = 1. 
&D(C,,,. x) dx si n- k est pair, 
= 0 si yt - k est impair. 
Reave. On a @(C, x) = (~“1 -(x - l)“l)@(C,,,, x), et en changeant x en 1 -x, on 
trouve 
x"I@(C~~), x) dx = (-- l)“-k-l 
I 
‘(x - l)'Q&,,, x) dx. 
0 
3.4. NQttiomrs. Si (in,, . . . , nk) est une partition de n en k parts, on posera dans 
toute la suite K=(l,..., k}, et pour tout 1~ K, S(I) = Cicl ni. 
Pretrve. On d&eloppe le produit des k binomes ~“1 -(x - 1)“~ (1~ i s k) sous 
forme d’une somme de 2k termes. 
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3.6. Remarque. Si u et u sont deux entiers non-Ggatifs, on a en utilisant Ies 
fonctions eulhiennes beta et gamma: 
I 1 
xyx - 1)” dx =:: (-l)“B(U + 1, 2]+ 1) = (-1)” 
ryz.4 + l)r(v + 1) 
0 &+v+2) 
u! v! 
=(-‘)“(u+v+l)! l 
3.7. Notation. Pour tout 1~ K, on posera 
4m= * I (- 1)“‘+““‘(s(1))! (n - s(l))_! g(I, X) dx = - 0 (n+l)! . l 
3.8. Lemme. On a! 
dw(C<1), x) dx = c q(1). 
Z=K-(1) 
Preuve. Si k > 1, il rhulte de 3.5 que 
X”@(C(1), x) = X”, c x-“lg(I, x) = c g(1, x). 
IgK-{I) Ic,K-{ 1) 
Si k = 1, on a K - { 1) = 8, et avec la Convention 3.2 
Xn4(c(1), x) = X”, = xn = (- l)“xn-O(x - 1)O = g(Q), X). 
Le lemme rhulte alors de 3.7. 
3.9. Convention. Si k > 2 et si 2 G i c k, rappelons (1 S) que C<l,i) est la partition 
((n,, . . . 9 n,)-(ni)) de n-nl- ni en k - 2 parts. Si k = 2, on posera par conven- 
tion WC{,,,,, x)=1. 
3.10. Lemme. Si 2 G i < k, on a 
I 
1 
Xnl+n’-l@(Ctl,ij, X) dX = 
(n + MO 
0 ISK-{l,i} n-s(l) l 
Preuve. Si k > 2 et si 2~ i G k, il rhlte de 3.5 que 
Xnl+ni-l@(c(l,i), x) = Xnl+ni-l z x-“~-“~g(l, x) = c x-‘g(I, x) 
ISK-{l,i} Z=K-{l,i} 
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Si k = 2, On a K - (1,2) = 8, et avec la Convention 3.9 
xlI,+n, -l@(c(,*2,, x) = pl+“z- = x”-’ = x-‘g(0, x). 
I1 r&&e de 3.6 que 
I 
I 
x-‘g(Z,x)dx= (-1) 
“‘+y s(Z))! ( n - s(Z) - l)! = (n + l)q(Z) 
0 n! n-s(Z) ’ 
ce qui achi?ve la dimonstration. 
3.11. Lemma Si k 2 2, on a 
I 
X”~+n~-‘@(c(l,i,, r) dn = c 
IcK-(1) 
(n + l)( 1- n n;(z))4o 
- 
(le symbole c dksignant l’inclusion au sens strict). 
bewe. I1 ksulte de 3.10 que si k a 2, on a 
(n + l)q(Z) 
2sisk fc,K--(l,i) n - s(Z) 
(3.11.1) 
Si / c K - { 1) et si f est le compl&mentaire d  Z dans K -{I}, on a 
r 
2- rZ,r/l 
ni =s(Ij= n-n,-s(Z). 
(3.1 1.1) peut done s’krire 
(n - n, - s(f))(n + l)q(l) 
Ir K {I) n-s(l) l 
D’oti lc rbsultat annane@. 
3.12. mme. Si n,>2, on u 
c XA(Xnf * ‘-(x- !)“I A ‘$z(n,- ~)x”I ‘-x”~+x(x- l)“~ I, 
I-A*rr, 2 
Preuve. On a 
111 
et 
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c x”(x - 1)%-A-* = -X%-l +Jy, - X(X _ 1)%-l* 
IGAel,- 
Rappelons (1.5) que Cll) W” dhigne la partition ((n,, . . . , nk)-(n,)+(n* -A - 1) 
de n - A - 1 en k parts. 
3.13. Lemme. Si n, > 2, on a 
c x”@(C$+~), x) = C ((n, - 1)x-l - 1 
lShSfl1-2 l=ld-{l) 
+ (_ l)k-lxl-n+Zs(l) 
(x - l)n-1-2s(r))g(l, x). 
Preuve. On peut hrire 
x”@(C&+“, x) = XA(X”l-A-l -(x - l)“l-A-‘)@(c,,,, x). 
II rhulte alors du Lemme 3.12 
c 
(A+lJ XA@(C[l, 9 xl= 
1sAsfll-2 
= ((n, - 
II rksulf e de 3.5 que 
1)X “‘-‘--fl~+x(x- 1)“1- ‘)@(C(,j, x). (3.13.1) 
@(C(,), x) = c x-“yg(l, x). 
I=K-(1) 
Le second membre de (3.13.1) peut alsrs s’&rire: 
C ((n,- 1)x-‘- 1 9 d-“I(% - l)“t-- ‘),&(I, x). (3.13.2) 
/SK-411 
Si I s K - (1) et si T est le complCmentairc de I clans K - ( 11, an a Ifi = 
k - 1 - 111, et s(r) = n - n, .-s(J). D’oir, 
et, 
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II en r&&e 
Le lemme r&he alcrs de (3.13.1), (3.13,2) et (3.13.3). 
3.14. hnnue. Si Ftl > 2 et si n - k est pair, alors 
ISK-(1) n -s(Z) 
Reove. On utiiise Ic Lemme 3.13. D’aprts 3.6, on a d’abord 
I 
I 
X-‘g(Z,X)4fX= (-1) 
Irl+scl,(s(Z))!! (n - s(Z) - l)! n + 1 
I) n’! = n - s(Z) ‘(‘)’ 
et 
I 
I 
x 1-n+2df)(X _ 1)“-l-2”“‘g(4 x) & 
) 
=(-l) “‘+“-+r(rr(n - 1 - s(Z))!(s(Z)+ l)! 
n! 
(- I)“_‘(s(Z) + 1) = 
n - s(Z) q(Z). 
Si n - k est pair, on a done 
I 
I 
((n,- 1)x-‘- 1 +(_l)k-lXI--n+2m (x - l)“-‘-2”“‘~g(z, X) dx 
0 
(4 - l)(fi + 1) = 1 -- 
n - s(i) 
1+ SW + 1 
njj ) ( 4(l) = y$:,) - z)q(Z). 
Le lemme rhltc alors de 3.13. 
Preuve de la proposition 3.1. En utilisant le Lemme 3.3; on peut dire que: 
(1) Si n - k est impair, les intCgrales figurant dans les deux membres de 
I’&galit& B demontrer sont toutes nwlles. La proposition est done vraie. 
(2) Si n - k est pair, demontrer la Propor. ition 3.1 revient B dhontrer 1’CgaliG 
suivante 
I 
I 1 
h - 1) Xn’@(c<,), x) dx = Xnl+“‘-‘@(C~~,i), X) dX 
0 
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D’apr&s 3,8, le premier membre de 1’6galit6 prk6dente est &gal ‘B 
(n-l) c 9(I) 
IGK--{~I 
D’apres 3.11 et 3.14, le second membre de Ngalit& & &$montr$r s+j:t: 
n+l nl(n+l)+nj(n+l) --_ 
n - s(J) n-s(Z) 
-2)9(Z)+ (n’(t: ‘)-2)9(&-(l)) 
=(w-1) C 9(zj. 
Ic,K-(1) 
L’6galitC est done dkmontrke. 
4. Nombre de reprhentations d’un Ument de Sym (a) comme produit de deux 
n-cycles 
4.1. ThQor&me. Soit dans Sym (n j une classe C de partition (n,, . , . , n,), 
@(C, X) = nls6isk (Xni - (x- l)‘+), y,,(n, n, C) le nombre de veprhen~ations d’un 
e’le’ment donne’ de C comme produit de deux n-cycles. On a alors 
I 
1 
y&a, n, C) = (n - l)! @(C, X) dx. 
0 
Pour Ctablir le Thdorkme 4.1, on utilise la Proposition 3.1 ainsi que la 
proposition suivante. 
4.2, fiOp08iti0a. Si C est dans Sym (n) une classe de pa&ion (n,, . . . , nk), on a : 
(i) yA1,L I)= 1. 
(ii) Si n > 1: 
mh n, C) = C WY&n - 1, 32 - 1, C&) 
2Gi6k 
+ c m-An - 1, n - 1, C& 
16h6nl-2 
(Ctloi, et CtlIhI e’tant deux classes de Sym (n - 1) definies duns 1.5) 
Pour dbmontrer la Proposition 4.2, on utilise les lemmes suivxts. 
4ALemme. SoitPESym(n),(cw,P)~C,,xC,,,a~A,b=a~~.SiII==arpern>l, 
alors b f a et b f a 9 F. 
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Preave. Les conditions as E C,,, 6 = a l a et n > 1 impliquent b# a. Les conditions 
P=ap ct h=u*ar impliquent a*P = b l p. kes conditions p E Cn et n > 1 
impliquent b+ b l p, done bf a m P. 
44. Notdions. Soit PE Sym (n) et a, b E A. 
(4.4.1) Si 6 + a et 6 # a * P, on poscra: (,Ph = (a b)P(b a * P), 11 est clair que J$ 
fixc h. On rlotera .p’ la restriction de & h A -{b}. 
(4.4.2) Kappelons ( 1 .tl) que v,&4, A, P) dhigne le nombre de repr6sentations 
de P commc produit de deux cycles de support A, 
v,,( A. A, Phcr.,,, dksignera le nombre de couples (cu, /3) E C,, x C,, tels que P = tllfl 
ct 61 ’ a = h. 
4,& Urnme. Soit PE Sym (n) 41 a, b A tcls que b # u et h# u 9 I? Ah 
Rerve. Sait (ar, P)E C,, x CT,, tcl que P = #I et u m a = b. On a alors: nPlh = cy’p‘, 
avcc a’== (a b)6~ ct p’= P(h u c P). La condition b = u ’ LY implique que dy’ est un 
(II- 1 )-cyck fixant 6. tes conditions P = ar@ et u ’ QI = b impliquent u 9 P = b * & 
il cn rhultc quc p’ cst un (n - 1).cycle fixant h, 
fnvcrscmcnt soit ((Y’, /3’) E C,, _ I X C,, _. , tel que aPh = dp’, et tel que supp (cu’) = 
supp (/3’) = A -{b). On a alors P = arp, avec (Y = (a b)cu’ et p = P’(b a * P). a et p 
sant hidemment deux n-cycles. Re plus, u l a = 6 l d= b, 
On a done v,JA, A, fVtu.,,,= vA(A -{b), A -+I, &,). 
ld h s ktant la restriction de nPh & A -(b), on a hidemment 
v,,(A -{bl, A -(b), J$)= v,+&A - 0, A - {b), .a>, 
CC qui dkmontre Ie Jemme. 
4.6. Lemme. Suit PESym (n), (n,, . . . , n,) la partition de P. Si a et b uppartiennent 
ci deux orbites distinctes de P de longueurs respectives 11~ et ni (2 G i s k), alors la 
classe de ajSh dam Sym (n - 1) est CclaiJti 
hewe. Si a et b appartiennent B deux orbites distinctes de P de longueurs 
respect&s n, et ni, alors (a b)P a pour partition ((n,, . . . , n,)-(n,, ni)+(n, + ni,) 
et LIPh a pour partition ((m, . . . , nk)-(nit Ui)+(n, + yli - 1,l)). 
4.7. Lemme. Soit PESym(n), (n,, . . .y nk) la partition de P. si a appartient ii une 
orbite de P de longueur n, et si b = a l PA+ ’ (1 c A < n1 - 2), alors la classe de a& 
dam Sym (n - 1) est C&. 
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Preuve. Si u appartient a une orbite de P de longueur n, et si b = a * PA +I, alors l . 
(ab)P a pour partition ((n,,...,nk)-(n,)~-(h+l,n,-A-l)) et aPb a pour 
partition ((II,, . . , , nk)-(n,)+(A, n,-A- 1, I)). 
Preuve de la proposition 4.2. { 1) I1 est clair que rl( 1, 1,l) = 1. 
(2) Si n > 1, soit PESym (n), (n*,, . , , nk) la partition de P, a un Mment don& 
d’une srbite de longueur rll de P, C la clasae de P dans Sym h >. 
It rhulte du Lemme 4.3 que si v,JA, A, P)ta,hl + 0, alors b+ c1 et 6 # u * I? 
Done 
Y,,(n, n, C>= VA(A, A, a)= 1 MA, A, %w 
hc A -{u,rr.P} 
I1 rdsulte alors du Lemme 4.5 quc 
y,,(n, n, C)= C v/s&A - UG, A - {bh ,,h, 
hEA -(u,cc.l’} 
ZZ c 7,&n - 1, n - 1, ,S>. 
/)EA-{u.n .I*) 
Soit A, I’orbite de u, A’, =:A,-(u,a+},et,si k>l, Az,...,Ak lcsorbitcsdc 
P distinctes de A, et de longueurs respectives n2, , . . , nk. A - (~1, a m P) cst l’union 
disjointe des ensembles A’,, AZ, . . . , Ak. 11 en rhulte 
y,h n9 C) = ,Y& b&~“--~(n - I9 n-l,.@+ c m-&n- 1, n-, l,6J&). (4.2.1) 
hEA; 
Si b E Ai (2~ i < k), il rhulte du Lemme 4.6 que la classe d9 .& dans 
Sym (n - I) est Cc IaiJm Comme IAi I= ni, on a 
,sG, J++p(n- I, n-l,oijb)=p~~yniYn-l(n-l,n-l~ GoJ~ W.2) 
Si n,>2, A’,={a*P”” :l<A<n,-2). Si b=u*P*+‘, il rbulte du Lemme 
4.7 que la classe de as dans Sym (n - 1) est Cfl,,,. Done 
c m-w- 1, n-l,Jb)= C m-h - 1, n - 1, CUIJ. (4.2.3) 
beA; l=sA=sn,-2 
La Proposition 4.2 rksultz alors de (4.%.1), (4.2.2) et (4.2.3). 
Preuve ch Tbiorhne 4.1. On raiscnne par recurrence 
(1) Si n = 1, on a 
Y*(l, 1, U= 1, @(1,x)=x-(x-1)=1, 
sur n. 
I 
1 
@(I, x) dx = 1. 
0 
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Le theoreme est done vrai pour n = 1. 
42) Si n > 1 9 on fait I’hypothese de recurrence suivante: le theoreme est vrai 
pour toute classe de Sym (n - 1). D’apres Proposition 4.2, on a pour toute classe 
C de Sym (n) 
r,(n, n, c) = C %%-4(n-L n-1, c(loi)) (4.1.1) 
2sisk 
d’aprb I’hypothkse de rkurrenr , le second membre de (4.1.1) s’ecrit 
tn -s2)! l (4.1.2) 
D’aprcs la Proposition 3.1, (4.1.2) est bgal i (n - l)! 5: @(C, x) dx. 
&8. tifdhdr& Soit dans syn (n) une dasse C de partition (n19 . . . , t&), K = 
(1 + l , .q k), 41 POW tOUt IS K, S(I) =Cic, ni. AlOt’s 
(0 y&2, n, c) = 0 si et sulement si n - k est impair. 
(ii) Si n - k est pair, on a 
2(n - l)! 
yJw,C)= n+l 
I=K-( I} 
Preave. Du Theoreme 4.1 il rksulte que y,(n, n, C) = (n - l)! j: @(C, x) dx. 
( I) Si n - k est impair, ii rksulte du Lemme 3.3 que JA @(C, x) dx = 0. 
(2) Si n-z R est pair, on a @(C, x) = @(C, 1 - x) pour tout x. Si x > 4, on a 
rr>Ix--11, done x’+- (x - l)“b > 0 pour tout i E K. Ii en resulte que @(C, x) > 0 
pour tout x # 4, done 5; @(C, x) dx > 0 et m( n, n, C) > 0. 
II h&e de plus des Lemmes 3.3 et 3.8 que 
1 
cD(CJ)dx=2 ‘x”~@(c~,,**)dx=2 c q(I), 
I 0 IsK-{l) 
avec 
q(l) (-*) = ‘f~+sc”(s(I))! ( n - s(I))! ~ (- l)I’I+‘(‘) n -’ 
(n + l)! pz+l ( 1 s(l) ’ 
4.9. Exemples. Si k = 1 et n impair 
yA2, c;, C%! = 
2(n - l)! 
n+l ’ 
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Si k = 3 et n impair 
-(-l)(n:) -(-l)yJ’)* 
5. Nombre de reprksentations d’un &ment de Sym (n) comme produit d’un 
n-cycle et d’un m-cycle 
5.1. Thiiorhme. Soit duns Sym (n) une classe C de partition (n,, . . . , n, ), 
@(C X)=nisi<k (X”’ -(x - l)“~), @(*I la dCriut?e &or&e A de @ par rapport h x, 
YII(n, w CJ le nombre de reprt%entations d’un Zment donnt de C comme produit 
d’un n-cycle et d’un m-cycle. Si 2s n! G n, on a 
yJn, m, C) = (m - l)! 
I 
1 
(n-m)! 0 
@O’-m)(c, x) dx. 
Pour ktablir le Theo&me 5.1, on utilise le Theorcme 4.1 et les lemmes uivants. 
5.2.Lemme. Soitn>l,P~Sym(n),(a,~)~C,~C,,a~A.SiP=cw~era~ar= 
a, a Em a f a 8 P. 
Preuve. Si P = a@ et a l a = a, alors a l P = a * p. Comme p est un cycle de 
longueur n>l, a+#a. 
5.3. Notation. Sht PE Sym (n), a E A. Si a# a . P, on posera P, = P(a a l P). II 
est clair que P, fixe a. On dksignera par pU la restriction de P, ZI A - (a}. 
Rappelons (1.8) que v, (A’, A, P) dksigne le nombre de couples ((I[, 0) tels que (x 
soit un cycle de support A’, p un cycle de support A t:t tels que P= a& 
5.4. Lemme. Soit YE Sym (n) et A’E_ A. Si a E A - A’ et si a # a l I?, alors 
dA’, A, P) = vA .+,)(A’, A -- (a), &. 
reuve. Soit PESym(n), A’sA, aEA-A’, afa * P. 
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Si P = C@ avec ar cycle de support A’ et p cycle de support A, on a a . a = a, 
gj’ob Q l p = Q . p. 11 en r&he pa = (Y’P’, avec cy’= cu et p’= p(u a l p). I1 est clair 
que /Y ect un cycle de support A -{a}. 
Inversement, si P, = (Y’P’, avec (Y’ cycle de support A’ et p’ cycle de support 
A -(a), m a P = a@, avec (x = cy’ et /3 = P’(u a l P). I1 est clair que p est un cycle 
de support A. 
On a done v~(A’, A, Pi = Q(A), A -{a}, Pa)- 
Enfin, pa &ant la restriction de P, h A -(a}, il est clair que 
vJA’,A-(4X,)= VA+~(A’, A - (4, pa). 
5.5. Lem~e. Soit P ESym (n) et A's A tel que 1 <IA’I= m <n. Ahs 
c v/,-&A’, A -{a), pa> = (n - m)v,(A’, A, P). 
aeA-A’:wfu,P 
hewe. Si vA(A’, A, P) # 0, ii rhulte du Lemme 5.2 que pour tout a E A -A’, 
on a a#a P. Comme IA-A’I= n-m, le rksultat annonch dCcoule du Lemme 
5.4. 
Si v,,(A’, A, P) = 0, il rhulte du Lemme 5.4 que, pour tout a E A - A’ tel que 
a f! a l P, on a VA _(,)(A’, A - (a), pa) = 0. L’egaliti annoncke tist encore vraie. 
Rappelons (1.5) que C$ dbigne la classe de partition ((Q, . . . , nk) -(q)+ 
in, - 1)) dans Sym (n - 1). 
5.6. Lemme. Soit PESym (n), (n,, . . . , nk ) la partition de P, et soit a un e’le’ment 
d’uw orbite de P de longueur ni > 1. Alors la clusse de pa duns Sym (n - 1) est C$. 
Preove. P, z P(U U l PI a pour partition ((n,, . ,. , nk)-(ni)+(n, - 1, 1)). 
5.7. Lemma Soif duns Sym (n) we cCfme C de partition (H,, , , , , n, ), St 2 s w < 
n, on a 
!#!:c 
‘(l”(I - x) -‘“X) u (,-!“(I - X) - ,-IuX) = tx ‘:;;3b 
3UttttO~ 
‘1 = +A qo w3 Inas 31 suep x Ino3 
mod allnu USA a?~y?p Allah )a ‘(I _I,, (1 -a)- +,,x)!u USA x z ).toddtz.t -ted ,,(r -x) 
- ,,x ap am!ttta~d ay!.t?p el &,\r -x) - ,“x) YS131u = (x ‘3)~ a ttg l aanaq 
pa x p lAOddVA Vd (x ‘D)@ ap anpmi a$lgJ 
“1 srop ‘(3.4 6 l l l 94) uo!f~t~vd ap assvp VI (14) utlcs suvp isa 3 IS l ammaq ‘8”s 
d.V#V:V3V 
mop B ttg $2 )!a (1 - u) WAS stmp vd ap 3SSt?l3 
~1 ‘1~ !u .tn:an%uo~ ap d ap aJlq.to an B lucxyedde e IS ‘g’s attttttaf~~ s?Jde,a 
l [ < 9.d man%to~ ap d ap sai!q.to sap (alu~ofs!p) uopm,l lsa {J l v # v : v 3 v} 
d.V#V:V3V 
‘(“a ‘1 -U ‘U4)1-u~ 1 = 
~=l,Vl:{V}-V~,Vd.V#V:~3V 
(“a ‘{v}- v ‘ v)‘v’-vA I = 
d. V#:,V-V3V Ut=l,y):yJ,t, 
(‘d '(?I+- V ‘,V)‘v’-vA 3 = (3 ‘u ‘l@yqur - u) 
snb s*s autttta~ np s.to~tz alpx?.t 11 
uo!yvtnurrad am, p suo!tpodruoD,ap ap arqwoN 
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Or, d’aprh le Lemme 5.8: 
c 
n,qj(n-m-l) 
I (C$ x) = 
i:n,21 
( C ni@(Ci(!:, X))‘“-m-l’ 
i:n,>l 
= (rt”‘(C, #n-m-l) = @.I’“-“‘(‘21 x). 
5.9. Corollaire. Soit dans Sym (n) une classe C de partition (n,, . . . , n,) et soit m 
un entier tel que 2 =G m c n. Alors 
(i) y,,( n, m, C) = 0 si et seulement si m - k est impair ou m < k. 
(ii) Si m - k est pair et m 2 k, alors 
2(m - l)! 
y&2, m, c)=-- (n - m)! 
@(“-m-l)(C, 1). 
Prerve. II rbsulte du ‘II&w&me 5.1 que, si 2 G m c n, on a 
mh 4 C) 
(m - l)! 
= -.- (@n-m-I)(c, 1) _ @(n-m-l)(c, 0)) 
(2 - an)! 
Commc @(C, x) est un polynome de degr6 n-k, @(n-m-‘)(C, x) est une 
constante si et seulement si n - m - l>n-k-l, ce qui 6quivaut % m<k. 
0n a de plus @(n-m-‘)(C, 1) = E@(“-~-~)(C, 0), avec E = 1 si 
bz-k)-(n-m-l)=m-k+l est pair, c-.-l si m-k+1 est impair. 
il en r&ulte: 
(1) Si m-k est impair ou m<k:y,(n,m,C)=O. 
(2) Si m-k est pair et rns k 
yn(n,m,C),l(m-l)! 
(n m)r @(n-m-1)(C, 1).
m 
Montrons que dans ces conditions, @(n-m-l)(C, 1) > 0. Si k = 1, on a @(C, x) = 
x*-(x-l)” et, si lcmcn, @‘“-m-“(C,l)=nI/(m+l)!>O. Si k>l, on peut 
&rife @(C, x) = (xnl- (X - l)“l)@( C(I>z x), et en hzrivant la dbivee d’ordre n- 
m - 1 de ce produit de deux facteurs, on trouve une formule de rbcurrence. 
5.10. Exemples. (1) Si n > 2, et si C est une classe de permutations impaires dans 
Sym (n), on a yJn - 1, n, C) = 2(n-2)!. E?t effet, @(C, 1) = 1. 
(2) Si n>3, et si C est une classe de permutations paires dans Sym (n), ayant 
exactdment f points fixes, on a yJn - 2, n, C) = (n - 3)! (n - f). 
En effet, @“(C, f)=Ci:n,>l tti = n-f. 
(3) Si, dans Sym (n), C est une classe de partition (n,, . . . , nk), on a 
yJk,n,C)=(k-l)!fl ni. 
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I 
1 
a'"-"'(C, X) = (fl - k)! n ni = @““-k’(Cy X) dJC* 
i 0 
5.11. Corollaire, Soit duns Syrn (n) la classe C des involutions ayanf k orbifes. Si 
k < m G n et si m-k esf pair, on a: 
m(n9 m, C) = 
2n-m(n - k)! (m - l)! 
(m-k+l)!(n-m)! l 
Preuve. Si C est une classe d’involutions ayant k orbites, alors C a n -- k orbites 
de longueur 2. Done 
@(C, x) = (x2-(x - 1)2)n-k = (2x - l)n-k. 
Si k<msn, on a done 
@(“+qC, x) = 
2”-“(n - k)! (2x - l)m-k 
(m - k)! 
. 
Si de plus, m - k est pair, on a 
I 
1 
0 
cp-)(C, x) dx = :,“‘,“;;;,!. - . 
5.12. Corollaire. Si C, esf la classe des r-cycles duns Sym (n), si n + 1 - r s .m s n 
et si n + I- r - m esf pair, alors 
2r! (m - l)! 
y,(n9m9Cr)=(r+m-n+l)!(n-m)!o 
Preuve. 
Si nS 
On a @(C,, x) = xr - (x - 1)‘. 
1-r<m<n, on a 
@‘“_mI(c,, x) = r! (Xr+m-n- (x - i)z+m-n) . 
(r+m-n)! 
Si de plus, n+l-r- m est pair, on a 
I 
1 
a(“-“‘(C,, x) dx = 
2r! 
n h+m-n+l)!’ 
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5.13. Wemarque. (Probleme 2.07 de [3]). Le probleme pose darts [3] est de 
trouver une relation de multiplicite entre y,,(n, m, C) et m(n, m - 2, C) si m > 2. 
IYap& le Theoreme 5.1, si C est dans Sym (n! unf; classe ayant k orbites, si 
t12 - k est pair, et si Max (4, k + 2) G m sn, on a r,(n,m,C)=My,(n,m -2,C), 
WtX 
M ( HI- :j)(m- 2)(n-m+ l)(n-m +2)jb a'"-"'K', X) dx _ 
j:, @(n-m+2)(C, x) dx 
. 
Si C est la classe des involutions ayant k orbites, on a d’apres le Corollaire 5.11 
M tm- l)(m-2)(n-m+l)(n-m+2) z 
4(m-k)(m-k+l) l 
Si C = C,, on a d’aprtis le Corollaire 5.12 
M trnel)( m-2)(n-m+l)(n-m+2) = 
(r+m-n)(r+m-n+l) l 
6. Nombre de reprksentatioas d’an 616ment de Sym (n) comme produit de deux 
cyck ILM disjoints dont la &union des supports a pour cardinal IL 
09.1. Notation et dkfinition. Soit P E Sym (n) et C la classe de P dans Sym (n). 
Si 2 s I, m s n, on notera +,, (I, m, P) = ?” (I, m, C) It: nombre de couples (a, p) E 
C, X C,, tels que P = a@, lsupp ((w) U supp (p)) = n et supp (a) r‘lsupp (p) # 8. 11 est 
ciair que les deux dernieres conditions impliquent 2 + m > n. 
Si 1 = 11 et nz = 1, on considerera qu’un “cycle de longueur 1” est la permuta- 
tion idcntique, et on posera par definition +“(n, 1, P) = CaEA v*(A, {a}, P). On a 
done +,,h. 1, P) = n ou 0 suivant que P est un n-cycle ou non. 
Le Theoreme 5.1 dwme la valeur des nombres i;l(n, m, C). Le theoreme 
suivant permettra de calculer les nombres _ii,,(l, m, C) pour 2 < m 6 I, lorsque 1 
prend succcssivement les v,aleurs n - 1, n - 2, . . . ,2. 
6.2. T&or&me. Soit dans Sym (n) une classe C de partition (n,, . . . , nk); pour 
hiskeer lshdn,, C$laclassedepartition ((n,,...,n,)-(n,)+(ni-h))dans 
Sym(n-A); I et rn deux entiers tels que 2% m<l<n<l+m; 
S:,= C nj~~_,,(l--h, m-h, Ci$+)); 
1:n,12A+I 
E = min n - !, Max [ini] 
i 
E’-= min !n - I, Max [$(ni - I)]). 
i 
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Pour etablir le Theoreme 6.2, on utilise les lemmes suivants. 
6.X Lemme. Soit PE Sym (n), (a, 6) E C, x Cm, A’ = supp (cu), A” = supp (p). Si 
P= cup, si m > 1 et si a E A”\ A’, alors a# a l P et a 9 PE A”. 
Preuve. Soit P = cxp avec cy cycle de support A’ et p cycle de support A”, ct soit 
aEA”\A’. Comme a$A’, on a a*cy= a, done a*P=a+ Comme aEA” et 
)A”(>l, on a a#a+ et o+zA”. 
Rappelons (1.8) que V~ (A ‘, A”, P) est le nombre de couples (cy, p) tels que cy wit 
un cycle de support A’, p un cycle de support A” et P = arf3. 
6.4. Lemme. ZJJA’, A”, P)= ZQ(A”, A’, P-l). 
Preuve. Immediate. 
Rappelons (5.3) que si P E Sym (n), a E A et a f a l P, on pose P, = P(aa l P) et 
on designe par Pa la restriction de P, g A - {a}. 
6.5.Lemme. SoitPESym(n), A’etA”gA, aEA”\A’. Siafa. Peta l PEA”, 
a lors 
vJA’, A”, P) = v,+~~)(A’, A”-(a), &). 
Preuve. SoitPESym(n),A’etA”~A,aEA”\A’telquea#a.Peta.PEA”. 
Soit a! un cycle de support A’, /3 un cycle de support A” tels que P = @. On a 
alors P, = Q+‘, avec (Y’= (Y et /3’= P(aa*P). Comme a#A’, on a a*a=a et 
a l P = a l @ pt est done un cycle de support A - {a}. 
Inversement, si P, = ckIp’, avec cy’ cycle de support A’ et ip’ cycle de support 
A” - {a}, on a P = c#, avec cu = (x’ et p = P’(a a l P). Si a l PE A”, p est un cycle 
de support A”. 
I1 en resulte vJAt, A”, P) = vA(K, A”-(c), P,). 
PO etant la restriction de P, 2 A -{a}, il est clair que 
V~(A’, A”-(a), P,) = v,+(JA’, At’- (a], pa). 
6.6. Notation. Soit 1 et m deux entiers positifs, A’ et A” deux parties de A. On 
dira que (A’, A”) E S(1, m, A) si les conditions suivantes sont realisees 
IA’I=l, lA”l=m, A’UA”=A, A’nA”#@ 
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6.7. Lemme. Soit P E Sym (n), C la classe de P dans Sym (n), a E A tel que 
a # a l P, ni la longueur de I’orbite de a relativement ix P, 1 et m deux entiers tels que 
2Gl,mGn et l+m>n, 
r 
qh = ~n_ZA+l(bh + 1, m -A, Cif’-‘)), G;* 
= +,&l- A, m - A, C{ft)), 
e, = min (n - l, n - m + 1, [ini]), e{ = min (n - I, n - m, [~(n, - l)]). 
Alors 
c VA(A’, A”, P) = 1 Gih - C GiA. 
fA'.A")cb(l.m.A):agA' ISASe, lSh=Ze: 
Reeve. On fait un raisonnement par recurrence sur t2. 
(1) Si n=I=m=2, on a alors {(A’, A’) E S(2,2, A) : a$ A”} = $3, et ei = ei = 0. 
LRs deux membres de I’egalite B demontrer sont alors tous Qeux egaux B 0. 
(2) Si n > 2, on fait I’h ypothese de recurrence suivante: le lemme est vrai pour 
toute permutation de Sym (n - 1). 
Si (h’, A’) E 6(h, m, A) et si a E A - A’, il est immediat que (A’, A’-{a}) E 
8(1, cz1 - 1, A -(a}). 
Bosons 
S, = ((A’, A")E S(1, m - 1, A -{a})}, 
d, = {(A’, A’9c S(Z. m - LA-(a&a l PEA”-(a)), 
& = {(A’, A”) 6.. S(l, m -LA--{a}):a.P$A”-(a))=&,--&. 
I1 resulte des Lemmcs 6.3 et 6.5 que 
c vA(A’, A”, P) = c VA +)(A’, A” - {a), f!a 1 
fA’.A”kS(Lm.A): a#A’ (A’,A”-{aDEd,, 
= c VA+)(A’, A”- (a), pa) (6.7.1) 
(A’.A”-{a})E& 
- 
c 
(A’,A”--{a})~& 
VA-&C A”- W, &>. 
Lc premier terme de (6.7.1) est @aI B +&Z, m - 1, pa), et, d’apres le Lemme 
5.6, il est egal a +“_,(l, m - 1, Cl!)))= Gil. 
D’apres le Lemme 6.4, le deuxieme terme de (6.7.1) s’ecrit 
1 VA-(,)(A”-{a}, A’, (&)-‘). 
(A’,A”-;a))E& 
(6.7.2) 
(FU ) ’ est une permutation de Sym (n - l), de classe Cl:,‘, et l’orbite de a l P 
relatrvement a (Pa)-’ a pour longuew ni - 1. 
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D’apres I’hypothese de recurrence, (6.7.2) peut done s’ecrire 
avec 
Hi, = qn_&rn - A, I- A, Clff’)) = G;*, 
HiA = +j&A_l(m - A - 1, I- A, Cif;“‘) = Gi,h+l, 
fi = min (n - m, fl - Z, [i(& - 1)]) = ei, 
f!=min(n-m, n_1_l,[~(ni_2)])=ei--l. 
Finalement, 6.7.1 s’ecrit: 
ce qui acheve la demonstration du lemme. 
Preuve du Thhoriime 6.2. Soit P un element de Sym (n), C la classe de P dans 
Sym (n), (4,. . . 9 nk) la partition de P. On a 
%U, m_? C) = C vA(A', A”, P). 
(A’,A”)ES(l,m,A) 
Si (A’, A”)E S(Z, m, A), on a IA - A’1 = ~c2 - 1. d’oti 
c vA(A’, A”, P) = (n - I)v,(A', A”, P). 
aeA-A’ 
Si l< n, on a done 
1 
k(k m, C) =a c c vJA’, A”, P) - 
(A’,A”)ES(f,m,A) (r&A’ 
Si vA(A’, A’, P) # 0 et si a E A - A’, il resulte du Lemme 6.3 que a # a l P. 
Done 
1 
%J, m, C)=a c 
aEA :a#a*P (A’,A”)ES(l,m,A):a&A’ 
Soit Ai une orbite de P de longueur ni > 1. 11 resulte du Lemme 6.7 que 
aEAi (A’,A”)EG(l,m.A):a$A’ 1SASe; 
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Si I’on suppose 2- =m<l<n, on a n-kn-msn-m+l, done, 
ei = min (n - I, [+J) et e{ = min (n - I, [$(Q - l)]). 
Soit 
E=Max(e,)=min n-Z,Max[iyi] , 
i i ) 
E’ = Max (e:) = min n - I, Max Li( ni - 
i i 
l)l) 9 
Si I”on remarque que (a E A : a # a l Pi est l’union (disjoinre) des orbites de P de 
longueur supkeure k 1, on aura 
Lx thdorkme suivant caractkse les triplets (I, m, C) pour lesquels 
+“(I* f% 0 f 0. 
68. ThCor&me. Soit dans Sym (n) une classe de conjugaison C ayant k orbites, 1 et 
m deux entiers tels que 1 s I, tlz s n. Une condition nkcessaire et sufisante pour que 
+$i. rn, CJ soit non nul est que l’on at: I + m = n + k (mod 2) et I+ m > n + k. 
Pour etablir le Thkortime 6.8, on utilise les lemmes suivants et leurs corollaires. 
6*9. Lemme. Si C est une classe dans Sym (n) ct si 1 s na G n, on a 
, +n (m, n, C) = @‘“-‘n’(C, x) dx. 
Preuve. Si ~2 B 1, le lemme r&&e du ThGoreme 5.1. Si m = 1, on a (lX.“rnition 
6.1) ?,(I. n, C)= n ou 0 suivant que C= C, ou C# C,. Or 
D’oti 
@CC,. X) = x” -(x - l)‘* et dJi” -‘)(Cn, x) = n!. 
@“--“(C”, x) dx =“!= 
(n-l)! ‘* 
Si Cf C,, @(C, x) est rJn yolynome de degre isf&ieur Q n - 1 et on aura 
@“” ’ ‘K-, x) = 0. 
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6.10. Lemme. Soit duns Sym (n) une classe C de partition 
Nkn, on a 
(n,,....Q. Si 
1 
Preuve. Soit (A’, A”) E S(l, m, A). Alors A’U A” = A, done A”\ A’ = A - A’. 
Si v*(A’, A’, P) # 0, et si a E A - A’, il rhulte du Lemme 6.3 que a+ a l P et 
a . P E A”. 11 rksulte alors du Lemme 6.5 que 
z&-i’, A”. P) = 7’A_Iaj(.f.r, A”-(a), Pa). 
Si v~(A’, A”, P) = 0 et si a E A - A’ et a # a l P, et a l PE A”, il r&&e du 
Lemme 6.5 que 
v*-&A’, A”- {a), &) = 0. 
Comme IA-A’j=n-I, on a 
c v,+(~)(A’, A”-(a), pa) = (n - I)v,(A’, A”, P). 
aeA-A’:a#a - P.a -PEA” 
il en rhlte 
(n - l)VA(A’, A”, P)G vA-(aj(A’, A” - (a), pa>* 
acA-A’:a#a.P 
Si 1< n, on a alors 
%lu, m, 0 = c vA(A’, A”, P) 
(A’.A”)EG(~.~,A) 
1 G-- 
n-l c c 
VA-ia)(A’, A”--{ah pa) 
(A’,A”)efi(l,m,A) aEA-A’:a#a -P 
1 
<a c c vn-ca)(A’, A” - (ah pa)* 
asA:a#a . P (A’.A”-{a))~S(km- I,A-{aI) 
Si a appartient B une orbite de P de longueur yti > 1, la classe de pa dans 
Sym (n - 1) est C&). Comme {a E A : a # a l P} est l’union (disjointe) des orbites 
de P de longueur suphieure h 1, le lemme hulk al +xs de l’inkgalite prhedente. 
6.11. Corollaire. Si 1 s m s 1 =S n < 1 -I- m, on a pour toute classe C de Sym (n) 
%A& m, 0 6 (2n;f;m) +‘#+m-n, n, C). 
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Reave.I On fait un raisonnement par rkcurrence sur n - 1. 
(1) Si II - 1= 0 (i.e. I = n), on a bien 
Mn, m, C)= nim +Jm, n, C). ( ) 
(2) Si n - 1> 6 (i.e. I < n), on fait l’hypothtse de recurrence suivante: pour tout 
n > 1 ret pow toute classe C’ de Sym (n - l), on a 
%-Ah-l,CW ( 2nnl;ml-1)~~_~(l+m-n, n-1, C’). - _ 
Si C est une classe de partition (n,, . . . , nk) dans Sym h), il resulte alors du 
Lemme 6.10 
+“(l, m, c n&,-l(Z+ m - yt, n - 1, Ci,:‘). (6.11.1) 
i:ni>l 
D’aprks le Lemme 6.9 on a 
I1 rksulte alors du Lemme 5.8. 
C n,&(l+m-n,n-l,C$)= 
(I+m-n-l)! ’ 
I : n, z- 1 (2n - I- m - l)! I 
@(2”-z-m)(C, x) dx. (6.11.2) 
o 
D’apr& le Lemme 6.9, ie second membre de (6.11.2) s’krit 
(l+m-n-1)!(2n-Z-m)! 
(2n-I-m-l)!(Z+m-n-l)! 
+#+m-n, n, C) 
= (2n - I - m)q,,(l+ m - n, n, C). (6.11.3) 
Le lemme rkulte alors de (6.11.1), (6.11.2) et (6.11.3). 
6.12. Lemnw. Soit P E Sym (n) et A’, .A ‘“~A.Sia~A”\A’etsia. P~A’,alors 
v*(A’, A”, P)s vJA’+(a), A”--{a l P), P). 
Preave. Soit P = arfl, avec ar cycle de support A’ et 
A’etsia=PEA’,onan#a+~eta*P=a~ 
p cycle de support A”. Si 
6. On peut krire P = (Y’P’, 
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avec a’= cr(a a l P) et p’= (a a l P)& Comme a l PEA’ et a# A’, cy’ est un cycle 
de support A’+(a). Comme a l P = a l p, p’ est un cycle de support A’- {a l P}. 
6.13. Corollaire. Si 1 G m s 2 G n < I+ m, on a pour toute classe C de Sym (n) 
$#+m-n, n, C)+(l, m, C). 
Preuve. SiZ=noum= n, le risultat est evident; les deux membres sont egaux. 
Si I, men, soit A un entier tel que OGACn-m. On a alors Z+m-n+A<l< 
n. Soit (A’,A”)&(Z+m-n+A,n-&A). On a A’nA’#@ et A*\A’= 
A - A’ # 8. Soit PC Sym (n) et C la classe de P dans Sym (n). Si 
Q(A’, A”, B) # 0, il existe a E A”\ A’ tel que a l P = a 9 p 1~ A’. 11 resulte alors du 
Lemme 6.12 
On en deduit 
%U+m-n,n,C)+J+m-n+n-m,n-n+m,C)=qJl,m:C). 
Preuve du ‘II&o&me 6.8. 11 rdsulte des Corollaires 6.11 et 6.13 qu’une condition 
necessaire et suffisante pour que +‘J I, m, C; soit non nul est que ?J 1+ m - n, n, C) 
soit non nul. D’aprks le Corollaire 5.9, on a +,,(l + m - n, n, C) # 0 si et seulement 
si: Z+m-n-k estpairet Z+m-aak,cequit?quivaut&I+m=n+k (mod2)et 
Z+msn+k. 
6.14. Corollaire. Si C est dans Sym (n) la classe des inoolutions ayant k orbites, et 
si l+m= n+k (mod2) et n+kcl+ms2n, on a 
9n(1, m, C) = 
2 2n-‘-m(n - k)! (I+ m - n - l)! 
(l+m-n-k+l)!(n-l)!(n-m)!’ 
Preuve. On fait un raisonnement par rkcurrence sur n - 2. Soit (n,, D . . , nk) la 
partition de C. 
(1) Si n - 1= 0 (i.e. n = I), la propriM est vraie d’aprks le Corollaire 5.11. 
(2) Si n - I> 0 (i.e. L c n), on utilise le Thiorkme 6.2. C &ant une classe 
d’involutions, ses orbites sont toutes de longueur infirieure ou Cgale & 2., et si C a 
k orbites, Ze nombre de ses orbites de Zongueur 2 est e’gal h n - k. Si n, = 2, Ci,:’ est 
la classe des irwolutions de Sym (n - 1) ayant k orbits. Soit C’ cette classe. DU 
Theorkme 6.2, il r&ulte que si 2 G m < 1 < n, on a 
+n(h m, C) = 
2(n--k) A 
n I yn-*(l, m - 1, C’). - 
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fait I’hypothtise de r&xrrence suivante: pour la classe d’involutions C’ 
orbites dans Sym (n - l), on a 
$n_l(Z, m - 1, C’) = 
22”+m-1(n - k - l)! (I + m - n - l)! 
(I+m-n-k+l)!(n-Z-l)!(n-m)! 
pour q”(Z, m, C) la valeur annoncke. 
6.15. CwslWre. Si C, est Ea ciasse des r-cycles dans Sym (n), et si 1 + m = r + 1 
(mod2) et 2n-r+MZ+mG2n, alors 
%(lr m9 C,) = 
2r(r+l-n-l)!(r+m-n-l)!(Z+m-n-l)! 
(r+Z+m-2n+l)!(r+Z+m-2n-l)!(n-C)!(n-m)!’ 
Preove. On faiit un raisonnement par recurrence sur n - 1. 
(1) Si n-Z:=0 (’ I.e. 2 = n), la propriM est vraie d’aprks le Corollaire 5.112. 
(2) Si n-I’>0 (i.e. kn), si 2GmGl, et si 2n-r+lG2+m, on a n-k 
l(r _- 1) et rK5. il Gsulte alors du Thkorkme 6.2 que 
-$L2&-A, m-A, Cr_2h)). (6.15.1) 
Si I z; n - 2, on peut krire 
C (k-ZA+I(~-A+ L m-h, C,_2,+,)-~n_2,(l-h, m-A, C,_**)) 
2- A-n- I 
- ?,~-2~(l- I- A, m - 1 - A, Cr_2_2A)), 
ce qui s’krit encore d’aprk le ThGoreme 6.2 
n-l-- 1 
r_2 L2G- 1, m - 1, C,_,). (6.152) 
Si I=n-1, on a n-Z-1=0, et (6X.3 est encore vrai. 
De (6.151) et (6.15.2), il risulte alors 
+,,(i. m, C,) +-j (%-I(~, m - 1, CL,)- +,l_2(1- 1, m - 1, C,_,) - 
n-l-l 
+ r_2 %-2U-- 1, m - 1, Cr_,)) 
r+l-n-l 
-y&-+,U, m - 1, C,_,)-- r 2 iL2W-- 1, m - 1, Cr_2)). - 
Nombre de dkcompositions d ‘une permutation 131 
Si on fait l’hypothese de recurrence suivante: la formule a demontrer est vraie 
pour +&l, m - 1, C,_,) et pour +&I - 1, m - 1, &), on trouvera apres calculs 
qu’elle est encore vraie pour ?J I, m, C,). 
6.16. Remarque. (Probleme 2.07 de [3]). Le probleme pose dans [3] est de 
trouver une relation de multiplicite entre y,,( l, m, C) et ?,,(I + 1, m - 1, C) dans le 
cas oti l<m&<nCd+m. 
Du Corollaire 6.14, il resulte que si C est dans Sym (n) la classe des involutions 
ayant k orbites, on a 
9n(1,m,c)=n;y;1 ?“(l+ 1, m - 1, C). 
Du Corollaire 6.15, il resulte que si C, est la classe des r-cycles dans Sym (n), 
on a 
-itAl, m, C,) = (~+m-n-l)(n-m+l)g (1+1 m 1 c) 
(r+ 5 - n)(n - I) n 
, , r ’ 
Dans le cas general, les Tlkoremes 5.1 et 6.2 permettent de calculer les 
nombres +,, (I, m, C) et +,( 1+ 1, m - 1, C) et de repondre au probleme. 
7. Nombre de reprksenfations d’un Wment de Sym (n) comme produit d’un 
llcycle et d’un m-cycle. 
7.1. DCfinition et notation. (1) Une classe C de Sym (n) sera dite de type 1’1’ m ’ 
(I,m>letf+l+m = n), si tout element de C est egal au produit d’un I-cycle et 
d’un m-cycle disjoints. 
(2) Si C est dans Sym (n) la classe de partition (n,, . . . , IQ), et si f est le nombre 
de points fixes de C, on posera, pour tout entier A tel que 0 G A of: Kh = 
(i:k-h+l<i<k}. C{K,) designera alors la classe de Sym (n - A) ayant pour 
partition (n,, , . . , n&, avec 12 convention Cfl, = C. 
7.2. Thhorkme. Soit dans Sym (n) une classe C de partition (n,, . . . , n, ), f fe 
nombre de points fixes de C, et soit 1 et m deux entiers tels que 2 G 1, m < n. Alors 
(i) Si C est de type lfl’ml : yJl, m, C)= 1. 
(ii) Si C n’est pas de type lfl’m ’ : 
(a) Y,,(l,m,C)=O si et seulement si Z+m=n+k+l (mod2) ou I+m< 
n+k-2fou 12-m)>n-k 
(b) Si l+m=n+k (mod2) et 1+man+k-2fet l&m$n-k 
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D = Max (0, 4( n + k - I - m)) et F = min (f, n - 1, n - m), 
c (Khj &ant Ila classe de partition (n,, . . . , nk_*) dans Sym (n-A). 
Pour ktablir le Th6orGme 7.2, on utilise les lemmes suivants. 
7.3. Lemme. Si PE Sym (n), la dtkomposition de P en un produit de cycles deux h 
dew disjoints est unique. 
7.4. Lemme. Si (as, fl) E C, x C,, et si ar et p sont deux cycle:: non disjoints, alors le 
nombre  points non j%s par rup est infhieur ii I+ m. 
Rsove, Si ~1 et @ sont deux cycles non disjoints, on a lsupp (cy) U supp @)I< 
z+rn. 
73, Lemrr;e. Si P=@ et si a=avz=a+, alors a=a l P. 
7.6. Nottdo~. Soit PE Sym (n), C la classe de P dans Sym (n), A un entier non 
nkgatif. On dhignera par r’,“)( 2, m, C) le nombre de couples (a, p) E C, x C, tels 
que a et p soient non disjoints et aient exactement A points fixes communs, et 
tells que P = ~$8. 
7.7. Lemme. Soit dans Sym (n) une classe C, f le nombre de points fixes de C, A un 
entier non ne’gatif. Alors 
y(nA)(l, m C) = f 
0 h L-Jl, m, C& 
si Asmin(f, n-2, n-m), 
= 0 si h>min(f,n-l,n-m). 
heave. (1) Si h~~--l (resp.h>n-m), on a l>n-A (resp.m>n-A). Dans 
ce cas, si QI E C, (resp. p E Cm), le nombre de points fixes de ar (resp. de p) est 
hf&ieur B A. Done yl;“‘(l, m, C) = 0. 
Si A > f, il rhulte du Lemme 7.5 que r’,^‘(Z, m, C) = 0. 
(2) Supposons 0 s A s min (f, n - l9 n - m). Soit P une permutation de classe C 
dans Sym (n), et soit A une partie de I’ensemble des points fixes de P telle que 
= A. ll est clair qw le notnbre de coupfes (ar, 6) E C, x C,,, tels que P = crp, tels 
que oy et p soient non disjoints, et tels que A soit l’ensemble des points fixes 
communs k ar et p, est 6gal 5 & (l, m, C;,,,). D’aprks le Lemme 7.5, si P= clip, 
l’ensemble des points fixes communs B CY et p est inclus dans l’ensemble des 
points fixes de P. II en rhulte yF)(Z, m, C) = (~)~,,_J~, m, C&. 
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7.8. Lemme. Soit dans Sym (n) une classe C a yant k orbites dont f points fixes, I et 
m deun entiers tels que 2 GZ, mQ2, A un entier tel que OGhGmin(fi n-l, n-m). 
Une ondition n6cessaire et sujjisante pour que +,,_Jl, m, C& soit non nul est que 
I’on ait l+m=n+k (mod2)et hai(n+k-1-m). 
Preuve. &) est une classe de Sym (n - A) ayant k - A orbites. 11 resulte alors du 
Theoreme 6.9 qu’on a +n_A (l, vn, C& # 0 si et seulement si I + m = 
(n - A) + (k - A) (mod 2) et il i- m 2 (n - A) + (k - A). Ces conditions sont 
equivalentes B I + m =n+k (mod2) et A>i(n+k-l-m). 
7.9. Lemme. La conditu’on $(n + k - 1 - m) s min (f, n - 1, n - m) est bquitlalente ii 
l+m>n+k-2fet ll-ml<n-k. 
Preuve. i(n+k-l-m&f equivaut B l+m>n+k-2f. 
$(n+k-Z-m)smin(n-l,n-m) equivaut a ll-ml<n-k. 
Preuve du T&o&me 7.2. (11 Si C est de type lfllm ’ et si P E C, il resulte du 
Lemme 7.3 que la decomposition de P en produit d’un l-cycle et d’un m-cycle 
disjoints est unique. 11 resulte du Lemme 7.4 qu’il n’existe pas de decomposition 
de P en produit d’un Z-cycle t d’un m-cycle non disjoints. Done ~“(1, m, C) = 1. 
(2) Si C n’est pas de type lfl’ml et si PE C, il resulte du Lemme 7.3 qu’il 
n’existe pas de decomposition de P en produit d’un I-cycle et d’un m-cycle 
disjoints. Soit F= min (f, n - 1, n - m). D’apres les Lemmes 7.5 et 7.7, on a 
Soit D = Max (O,$(n+ k - 1 -m)). 11 resulte alors des Lemmes 7.8 et 7.9 que 
(2a) Si Z+m=n+k (mod2) et Z+man+k-2f et Il-ml<n-k, on a 
mU, m, C) = 
(2b) Si l+m=n+k+l (mod2) ou Z+m<n+k-2f ou ll-ml>n--k, on a 
m(r, nz, C) = 0. 
Les nombres $,_,(1, m, C& sont don& par les Theoremes 5.1 et 6.2. Le 
Theoreme 7.2 permet done de calculer les nombres m(Z, m, C). 
7.10. Corollaire (Theoreme 4.1 de [2]). Une condition nicessaire et sufisante pour 
qu’un e’liment de Sym (n) ayant k orbites, dont f points fixes, soit @al au produit 
d’un l-cycle et d’un m-cycle non disjoints est: 
I+m=n+k(mod2) et l+man+k-2f et (l-mlsn-k. 
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Preove. Le corollaire rksulte immediatement du I’h6or5me 7.2 et de la remarque 
suivante: si C est de type lfl’m’, on a f-k-2, I+m=n-f=n-k+2 et 
n + k - 2f = n - k + 4; la condition I + m a n + k -- 2f n’est done pas realike. 
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